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Birinci Sinif Baglar Ayar Donlisiimlerinin Jeneratorleri midir?

@ Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Yéntemi

@ Yang-Mills Alanlarinin Dirac Yéntemiyle Kuantizasyonu

© Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

© Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Ydntemi

© Yang-Mills Alanlarinin Faddeev Jackiw Yontemiyle Kuantizasyonu
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

e Lagranjiyenden Hamiltonyene Legendre doniisimii

SL ,
I' pr— = H pr— ". ! —_ L B 0
Pi= 5o pig' — L(q, )

@ Bu doniisiimiin tersinir olabilmesi icin

521
det (w) #0

olmasi gerekir
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

53,.25%] matrisinin ranki R ise; N boyutlu bir sistemde R < N oldugu

durumda N — R = M tane birincil bag kosulu vardir.

@ Bu bag kosullar:

¢m5pm_gm(q7p):07 m:17"‘7M

sistemin faz uzayini 2N — M = N + R boyutlu bir I'¢ hiper yiizeyine
indirger.

e F ve G gibi iki dinamik degisken sadece faz uzayindaki bir hiper yiizeyi
tizerinde birbirlerine esitse bu iki nicelik birbirlerine zayif-esittir denir.

F—Glrf,=0=F=G
@ Bu durumda bag kosullar:

¢mEPm—gm(an)%07 m:17"'7M
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

@ Artik bu sistem icin Hamiltonyen tek (unique) bir bicimde yazilamaz.
Bag kosullarinin lineer kombinasyonlari da Hamiltonyene eklenebilir.
(u™: Lagrange ¢arpanlar)

Hp = H+ u"¢m

@ Hamilton hareket denklemleri ise:

oH , oH
i~ 2 pim——
op' oq'

@ ¢m ~ 0 oldugu icin bag kosullarinin tutarlhk sartlari:

‘ém ~ {¢m,Hp}
~ {¢m7H} + un {¢m7¢n}
~ 0=hp+ Cupu" =0
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

mn

o det (Cmn) # 0 ise u™ Lagrange carpanlan: u” ~ —hy, (C71)
seklinde belirlenebilir.

o det (Cpnp) ~ 0 ise bu matrisin ranki R < M ise K1 tane yeni (ikincil)
bag kosulu ortaya cikar:

@ Bu yeni ikincil bag kosullari sistemi daha diisiik boyutlu yeni bir hiper
ylizeyle sinirlar. Bu yeni hiper yiizey tizerinde birincil ve ikincil bag
kosullarinin tutarhlik sartlari sinanir.
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

@ Bu algoritma en kiiciik boyutlu bag yiizeyi ve tiim bag kosullar icin
tutarlilik sartlari yazilip biitin (K tane) bag kosullari (birincil, ikincil,
tigtinciil...) belirleninceye dek siirdiiriiliir.

$j~0, j=1,... . M+K=]J

e Sistemde J tane bag kosulu oldugunda genisletilmis Hamiltonyen v/
gelisi glizel katsayilar olmak iizere

He = H+ Vo,

olarak tanimlanir.
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

@ Bag kosullari icin yeni bir siniflandirma:

o Bir ¢; bag kosulu diger tiim ¢; bag kosullariyla Poisson parantezleri
sifira zayif-esitse bu bag kosulu birinci sinif bag kosulu olarak
adlandirlir:

{¢ia¢j}%03 /:1,,I
o Geriye kalan S = J — | tane bag kosulu ise ikinci sinif bag kosulu olarak

adlandirihir:
Xa =0, a=1,....5
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

o ikinci sinif bag kosullarinin insa ettigi Anz = {Xa, x5} matrisi
anti-simetriktir ve bag ylizeyi lizerinde singiiler degildir (S ¢ift).

det (o)l # 0

o ikinci sinif bag kosullarinin tutarlilik sartlari v®'lar icin ¢coziilebilir:

Xa ~ {XasHe} = {Xas H} + V7 {xa, x5}
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

@ Sistem kuantize edildiginde Poisson parantezleri, kuantum
komiitatorlere denk gelir:

i{F, G} —[F,G]
@ Birinci sinif bag kosullar icin
{¢1,02} =0 — [fglafgz} |Y) =0

@ Eger sistemde ikinci sinif bag kosullari varsa, Poisson parantezleri
yerine Dirac parantezleri tanimlanir:

(F,Glp={F, G} — {Fxa} A {x5,G} AP = (A1)
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Bagli Sistemler icin Dirac Kanonik Kuantizasyon Y&ntemi

@ Bir faz uzayi fonksiyonunun ikinci sinif bag kosullariyla Dirac parantezi:

{F.xalp = {F.xa} = {F. x5} N? {x5, Xa}
—_——
ABQ
= {F,xa} —{F.xy}62 =0

o Dirac parantezleri bilinen Poisson parantezleri ile ayni sonuglari verir.

{F.H}p ={F,H} = {F.xa} N {xs, H} ~ {F, H}
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Yang-Mills Alanlarinin Dirac Yontemiyle Kuantizasyonu

e Saf Yang-Mills Lagranjiyeni:

1 a va
E == _ZF“VF'LL

F2, = 0,A2 — 0,A% + FP° AP A
o Alanlarin hareket denklemleri:
bc Ab
D,FH? =0,F + f2 CAMF‘“’C =0

e Bianchi Ozdesligi: )
D,F"T =0

o~ 1
Frv — 56“””” Fop
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Yang-Mills Alanlarinin Dirac Yontemiyle Kuantizasyonu

o A7 alanlan icin kanonik momentumlar ise

0a _ _ p00a _ —
M (x) = oL ):—FO"{I_I =F 0 w=0

9 (DA, N = —Fo% = gia =

e 1 =M% = 0 sistemin birinci sinif bag kosuludur.

@ Sistemin kanonik Hamiltonyeni ve birincil Hamiltonyeni ise

1

Hean = 5 (MPN? + B7B®) — N7'D" Ay

Hp = Hcan +/d3X/\1(P1
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Yang-Mills Alanlarinin Dirac Yontemiyle Kuantizasyonu

@ (1 icin tutarlilik sarti ikincil bag kosulu {iretir:
{noa’ Hp} _ _@?bni,b ~0

P2 =D7N* =0

o ikincil Hamiltonyen:
Hs = o+ [ dxha01+ [ dxnace

o ikincil bag kosulu icin tutarhlik sart::

¢o ~ {D;N" Hs} =0
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Yang-Mills Alanlarinin Dirac Yontemiyle Kuantizasyonu

@ Algoritma sonlanmasina karsin sistemdeki Lagrange carpanlari
belirlenemedi. Bu durumda sistemin bag kosullarini ikinci sinif bag
kosullarina donistiirecek ayar sabitleme denklemleri (6rnegin Coloumb
Ayari) eklenir

'(x) = Ax)=0
’(x) = DA (x)=0

@ Teorinin tiim bag kosullari belirlendi:

pr=0¢l o= d3=x", da = ¥°
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Yang-Mills Alanlarinin Dirac Yontemiyle Kuantizasyonu

e Bu bag kosullarinin olusturdugu Aj; matrisi ve onun tersi NV

Ajj(x,y) = {6i(x). i (¥)} =y
0 0 -1 0
oo o V2|5, .
=11 0 o o |T&Y
0VZ 0o o0
0 0 1 o0
i 0 0 0 V2 L
AJ(X7y): -1 0 0 0 63(X_.y)
0 -Vs20 0
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Yang-Mills Alanlarinin Dirac Yontemiyle Kuantizasyonu

@ Teorinin Dirac Komiitatérleri Sirayla:

42 (), A2 (1) =0= [N (x). N ()]

Dlixo=yo D lixo=yo

42 (). ()]

— i (5{—(6 )i = 2 8)f> 5 (X — )

—

= /5ab6, (tr) ( y)

Dlixo=yo

@ Burada hesaplamalan yeniden yapmadan Abelian sonuclar, Yang-Mills
Teorisindeki SU(N) — U(1) déniisiimii SU(N) gruplarinin yapi
sabitleri £2¢ — 0 alinarak bulunabilir.
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Yang-Mills Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik

Cebiri

@ Dirac metodunda birinci sinif bag kosullarinin tutarlilik sartlar:
b; =~ {6, H} +u™ {¢j,¢m} Jj=1,....0=M+K m=1,....M

u™: Lagrange carpanlar

@ Bu esitlik u™'ler i¢in J tane homojen olmayan lineer denklem olarak
disiiniilebilir. Bu durumda u™'ler igin genel ¢oziim:

u" =~ U"(q,p)+ vV (q,p) a=1,...,A

e U™: homojen olmayan kismin ¢oziimleri
o V" homojen kismin ¢oziimleri
o v7: gelisi giizel katsayilar
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Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

e Herhangi bir faz uzayi niceliginin bag yiizeyi iizerindeki hareket
denklemi:

F ~ {F,H +u™{F,¢m}
~ {F,Hp}

Ho=H+U"¢pm+v? V)¢
—_—— ——
H' ba
o Eger dikkatimizi ayar simetrisine gevirirsek H,'de gelisi giizel v?
katsayilarinin olmasi fiziksel bir durumun sonsuz farkli durum uzaylar
ile ifade edilebilecegini gosterir (Ayar Serbestisi).

@ Buna gore F (0) baslangi¢ durumuna sahip bir fiziksel niceligin
zamanla degisimini sonsuz farkl sekilde gdsterebiliriz.
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Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

e v?'nin iki 6zel secimi icin sirayla v§ ve v5 olmak iizere ¢ok kiigiik bir
0t siiresi icin F'in degisimi:
Fi(6t) = F(0)+{F,Hp}ét
= FO)+ [{F,H}+vi{F, ¢} ot
Fo(6t) = F(0)+{F,Hy}dt
= FO)+ [{F.H} +vi{F,¢%}] ot
@ F'nin t = 6t anindaki iki degeri arasindaki fark:

AF (6t) = F1(0t) — F2(6t) = ot (vf —v§){F,¢?}
p?{F, 9%}

w12 infinitesimal gelisi giizel bir sayi
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Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

@ Bu doniisiim (infinitesimal) ayar doniisimii olarak adlandirilir.
Yukaridaki iki hareket denklemi de ayni fiziksel sonucu verir. Yani
birincil birinci simif bag kosullari ayar doniistimlerinin jeneratorii olur.

@ Benzer sekilde ikincil birinci sinif bag kosullarinin da ayar
doniisiimlerinin jeneratorii olabilecegi gosterilebilir.

Fi = F(0)+p°{F,¢a}
Fio = F+v¥ {F, ¢z}
= F(0)+u"{F,¢at +v¥ {F+ 1" {F,¢a}, 0}

@ Ayni doniisiimii ters sirayla yapsaydik:

Far = F(0) + v? {F, 0w} + 1 { F+v¥ {F, 6}, 62
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Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

@ Fio ile Fyq arasindaki fark:

AF =Fu—Fa = pv7 [{{F, ¢z}, 6a} — {{F, 02} dr}]
= v {F {¢a, da}}
o {¢y, .} bu ayar donlisimiiniin jeneratoridiir ve sifira zayif-esittir.
Dolayisiyla birinci sinif bag kosullari kiimesinin kapalilik 6zelligi geregi

bu Poisson parantezi, birinci sinif bag kosullarinin lineer
kombinasyonuna kuvvetli-esittir.

(b, 02} = N2fsoar

@ Boylece birincil veya ikincil tiim birinci sinif bag kosullari ayar
doniisiimlerinin jeneratdrii olabildigi gdsterilmis olur.
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Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

o Klasik A, = gE—?AfL alanlar, A\ = g;)\a olmak iizere U = e seklinde
parametrize edilen Abelyen olmayan déniisiimler altinda
donisim kurali:
A = UA U = (9,0)U™T

e Eger doniisiim infinintesimal olarak yapilirsa (A — d\)
AL = AL =D, (6))

olur. Burada
Dy =0+ [Apu,

kovaryant tiirevin adjoint temsildeki gosterimidir.
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Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

o Ayar alanlar kuantize edildiginde (A, — A,) kuantum alan
operatoriiniin beklenen degerinin déniisiimiiniin klasik alanin doniisimii
ile ayni sonucu vermesi beklenir. Bu durumda déniisiim kurali:

(A,) =U1A,U

seklinde olur.

e Klasik Alan Kurami'ndaki Noether Teoremi, Kuantum Alan Kurami'na
tasindiginda korunumlu @ Noether yiikiiniin kuantum bélgesinde
simetrilerin jeneratdrii olmasi beklenir. Yani U = /@ sekilde
parametrize edilir ve sonsuz kiiciik doniisiimler icin

A+ i[Ap, 6Q] < Ay, — D0\

saglanmasi gerekir.

Mehmet Kemal Giimiis (Hacettepe UniveBirinci Sinif Baglar Ayar Déniisiimlerinin 14 Subat 2015 24 / 38



Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

@ Yang-Mills alanlarinin Abelyen olmayan déniisiimler altindaki
degismezligine karsi gelen Noether akimi ve Noether yiikii sirasiyla:

st = (gﬁAa)éAi:—F””’a(Qyé)\)a

Q= / d®*x6 )0 = / d3xF%2 (D,00)° / d3xM"2 (D,60)°

seklindedir.
@ Yang - Mills alanlari icin es zamanl kanonik kuantizasyon bagintisi:

EASRIA®]

seklindedir. Dolayisiyla;

— 157616 (% - )

X0=Yo

[Ap; 0Q] = iD A

bulunur.
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Ayar Alanlari icin Kuantum Noether Teoremi ve Yiik Cebiri

o Gergekten 6 Q yiikiiniin Abelyen olmayan ddniisiimlerin jeneratérii
oldugu kanitlanmis olur.

@ Noether yiikiine kismi integrasyon uygulanirsa
6Q = /d3x5J° = —i/d3x(©,,l'l”)35)\a

oldugu gériilebilir.

@ Yani infinitesimal d\ parametreli ayar doniisiimiiniin jeneratérii Dirac
kuraminda ikincil birinci sinif bag kosuludur.

@ Bu da genellestirilmis GauR Yasasidir:

G? = @ibl—lu,b
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

e Dirac metoduna alternatif

@ Dirac metoduna nazaran daha ekonomik ve basit bir ydntem

@ Bu yontemde Hamilton formalizmindeki momentumlar, Lagranjiyen
formalizmine yeni koordinatlar olarak tasinir.

@ Dirac metodunda bag kosullari siniflandirilirken Faddeev-Jackiw
metodunda boyle bir siniflandirma yoktur.
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

@ Metodun baslangic noktasi: birinci mertebeden zaman tiirevleri iceren
Lagranjiyen insa etmek

@ nboyutlu bir sistemin konfigiirasyon uzayr momentumlarin eklenmesiyle
2n boyuta katlanir.

o p; ve q', & konfigiirasyon uzayi degiskenleri olarak genellestirilir

e Faz uzayindaki p;'lere karsilik gelen &(,,)'lerin zamana bagli tiirevleri
Faddeev-Jackiw Lagranjiyeninde yoktur.
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

@ Hamiltonyen, Lagranjiyendenters Legendre doniisiimii ile
dénistiiriilerek elde edilir:

L) =ai ()& =V (9

o Hamiltonyen:

OL i i [ (evéi
o= Jgf-t=ad - [a©¢-V(©

= V()
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

o Vektor potansiyel a; (€) = %gfwj,-'nin oldugu durumda

o wj; anti-simetrik sabit bir matristir.
o w;'nin simetrik kisimlar zamanin tam tiirevlerini icerdiginden
Lagranjiyene katki vermezler

e Euler-Lagrange denklemleri:

.. 9V OH
e =2 21

$ =50~ o
fo = d 9

e~ g™
o fii= (f‘l)ij olmak lizere
" ~OH
J— i
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

o Burada iki durum soz konusudur:

o det (f;) # 0 ise £'ler icin hareket denklemleri ¢6ziilebilir.
o det (f;j) =0ise w'nin M < N = 2n tane z,, sifir 6z vektorii vardir ve
M tane denklem zaman tiirevleri icermez:

i 0 _ _
zmagiH(f)_O, m=1,....M

e zy'in kapsadigi ortogonal uzayda f; matrisinin 2n boyutlu bir ters
matrisi vardir. Bu durumda N’ = 2n+ M olur.
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

o det (fj) # 0 durumu yani f;'nin tersinin oldugu durum ele alinirsa

OH
o¢

. -OH . 1. . 1., .
g = fua?; ={¢\H} = - [¢.H] = - [¢,¢]
@ Daha genel olarak:

A©)B©O = 1 5" 50
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

e f; Darboux doniisiimii sayesinde sabit bir anti simetrik matrisle tasvir

edilebilir:
oQ!

g

1
ai (§) = §Qk (&) wi
oQk  aqQ!
act M oer

@ Bu yeni koordinatlari kanonik yapmak icin wj; Gram-Schmidt yontemi
ile anti simetrik blok diagonal bir forma sokulabilir

0 I
Yi=\ =1 o

fi =
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

o det (f;) = 0 yani f; singiilerse Darboux doniisiimleri f;'nin en biiyiik
ranka sahip singiiler olmayan alt matrisi icin uygulanabilir ve bdylece
w;;'nin daha kii¢iik boyutlu oldugu bir kinetik terim elde edilir.

e Bagl z, (&), m=1,..., M koordinatlari Hamiltonyenin icine tasinir.

1. ..
L= §§’W,'J'§I —H(, 2)
@ Bu durumda bagli z,, koordinatlar icin Euler-Lagrange denklemleri

OH (&, 2) _

0z 0
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Bagli Sistemler icin Faddeev - Jackiw Kuantizasyon Yontemi

Bu Euler-Lagrange denklemleri z,,'ler icin ¢oziiliirse sistemin gercek
bag kosullar ¢* (¢)'lar elde edilir ve bu ¢éziimler Lagranjiyen'e
yerlestirilir

1, .
L= 55 wil — H' (€) — ze*
Bu birbirinden bagimsiz £'lerin sayisini azaltir.
Bu ¢¥'lar Lagranjiyen'e eklendiginde: a; (¢) — a; (&)

Bu yeni vektdr potansiyeli de kanonik forma sokmak icin Darboux
dénisiimi uygulanir.

Bu prosediir yeni bag kosullari iiretmeyen indirgenmis bir kanonik
sistem yani indirgenmis bir Lagranjiyen elde edilene kadar siirdirdiliir.
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Yang-Mills Alanlarinin Faddeev Jackiw Yontemiyle

Kuantizasyonu

@ Yang-Mills Lagrangian'i M*2 = —F%2 ye N%2 = 0 olmak iizere:

[ — /d3X |—|i . Ai _ 1 [(nf,a)2 + (Bi,a)z] —|—©?bl'|i’bA3

2
H
o A%2 simplektik kisimda olmadigi icin
OH (572) -0 — oH _ ’D;?bl_li’b =0
0Zm 0AS
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Yang-Mills Alanlarinin Faddeev Jackiw Yontemiyle

Kuantizasyonu

o Bunu ¢ézmek icin M2 ve A2 enine (transverse) ve boyuna
(longitudial) bilesenlerine ayrilir ve Lagrangian'da yerine yerlestirilirse:

; O

nl7a_ Ia+ a
T 2

: O;

Ald — la+ _ZtAQ
T2

. .\ 2 .
o2 o0

e Simplektik kisimda artik bagl bir koordinat kalmadigi igin:

wit =2 M2 (0, b ()] = i85 (x — )

yazilabilir ve bdylece kuantizasyon yapilabilir.
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